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Resumen:

Palabras

DISENO E IMPLEMENTACION DE
TIPOS ABSTRACTOS DE DATOS
Una metodologia basada en funciones recursivas
Rodrigo Cardoso R.
Universidad de los Andes
Bogota - Colombia

Se presenta una metodologfa intuitiva para el disefio y
la implementacibén de tipos abstractos de datos (TADs),
con ayuda de funciones recursivas. Un TAD se entiende
como un conjunto de nombres o formas normales sobre 1los
cuales se definen operaciones que reflejan la estructura
de un wuniverso intuitivamente bien conocido que se

quiere modelar,

Cada TAD definido es por construcciédn suficientemente
completo.

Se define una relaciédn de equivalencia sobre el conjunto
de formas normales que captura la seméntica del TAD con
base en operaciones que observan propiedades externas de
los objetos gque se modelan, Se definen conjuntos de
estas operaciones que caracterizan la relaciédn de equi-
valencia mencionada,

Se estudia 1la implementacibn de TADs con lenguajes de
programacién de tipo imperativo.

La ‘teorfa se ilustra con el ejemplo "clésico™ del TAD
StackiX), que modela pilas de objetos de un tipo primi-
tivo X. Al final se incluye un ejemplo m&s complejo, el
TAD Cubo, que modela el funcionamiento del cubo de
Rubik, para mostrar la préctica de la metodologfa en un
caso no trivial.,

Claves: tipo abstracto de datos (TAD), funciones recur-
sivas, formas normales, reduccibdn de términos,

completitud suficiente, equivalencia seméntica,
implementacién de TADs.
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0. Motivaeibn

Los tipos abstractos de datos (TADs) pueden ser una herramienta
Gtil para 1la definicién y manipulacidn de datos sobre 1los que
operen programas de computador. Sin embargo, la teorfa de TADs se
ha desarrollado algo lejos de la prictica, de modo que se ha
considerado interesante el estudio de problemas que nunca debe-
r{an aflorar en la realidad (v.gr. completitud suficiente) si el
disefio se 1llevara a cabo siguiendo metodologfas que justamente
evitaran "por construeccién™ las grandes dificultades que se pre=
sentan en una teorfa general de TADs.

En la prictica la preocupacibédn debe ser proporcionar al observa-
dor (disefiador, programador) una metodologfa de trabajo que 1le
permita representar simbélicamente un universo O (un conjunto de
explfcitos) que desea estudiar y operar, de modo que la represen-
tacibén refleje todas las caracteristicas que el observador Jjuzgue
relevantes(1), S1i para alcanzar este objetivo se usan TADs, es
interesante entonces disponer de una metodologfa que gufe el
disefio de un TAD T del cual O sea un modelo.

Lo que el observador considere importante de O debe ser capturado
en T, y aunque es posible que algo mis de lo "interesante" sea
abstrafdo, el finico modelo de T que interesa al observador es 0.
El TAD T no es otra cosa que un lenguaje formal para hablar de O,
y cuando las cosas van bien, este lenguaje, que es una herramien-
ta sintéctica, encierra todo lo que el observador sabe sobre 0,
es decir, su seméntica.

Como el universo 0 debe ser "aprehensible®, es natural pedir del
observador que pueda describirlo de alguna manera efectiva. Por
ejemplo, deberfia poder enumerarlo, o sea concebir una forma re-
cursiva (intuitiva) para nombrar los elementos de O, que también
puede pensarse como conocer una forma de construfr todos 1los
elementos de 0O, FEsta hipbtesis de constructividad intuitiva de O
permite comenzar el disefio del TAD T definiendo (recursivamente)
el conjunto subyacente o tipo de interés Y como un conjunto de
nombres estindar o formas normales para los elementos de O, de
modo que cada objeto tenga al menos un nombre.

Fventualmente el observador puede considerar transformaciones
efectivas sobre objetos de 0 que no creen nuevos objetos. En el
TAD T se tendr4 como contraparte la existencia de funciones re-
cursivas definidas sobre el conjunto de nombres Y. La misma idea
se sigue para modelar en T el hecho de que el observador pueda
analizar una caracterfstica de los objetos. La definicién de
estas funciones recursivas se hace en T por medio de axiomas que
describen reglas de reducciédn; cuando se consiguen buenas defini-
ciones la axjiomatizacibdn es por construccibébn suficientemente

Los sfmbolos en los que en Gltimas quiere representarse 0 son
los objetos gque provee y manipula un lenguaje de programacién
en el que se quiere simular la realidad.

9
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completa., Es decir, cada vez que se quiere analizar alguna carac-
terfstica de un objeto, 1los axiomas bastan para calcular la
funeibn recursiva correspondiente a la caracterfistica, i.e. para
determinar un resultado en el conjunto de posibles valores de 1la
funcibdn,

La discusién anterior apoya un supuesto metodolédgico importante
en lo que agquf{ se desarrollari. Se supone del observador una idea
clara del universo O que le permita definir operaciones en el TAD
T clasificadas asi:

iniciales : nombres para objetos "simples” de 0 (no
construfbles a partir de otros objetos de 0 ya

conocidos),

constructoras : nombres de funciones constructoras de objetos de
0, que reciben argumentos que son objetos de O-

ya entendidos.

simplificadoras: transformaciones en Y que reflejan transforma-
ciones correspondientes en O.

analizadoras : funciones sobre Y que permiten observar carac-
terfsticas de los objetos de O.

Se llama selectora a una operacidn simplificadora o analizadora.

Los identificadores de estas funciones y sus funcionalidades con-
forman 1la signatura del TAD T. Asociada a esta hay un lenguaje
formal cuyos términos pueden clasificarse segéin el simbolo de
funcibén mis externo que lo constituye.

El conjunto de términos se notar4 F,. Se llamard Y, al conjunto
de los términos cuyo sfmbolo de funcidén m&s externo corresponde
al tipo de interés. Y es subconjunto de Y,, y resulta natural
definir (recursivamente, apoyédndose en las definiciones recursi-
vas sobre Y de las operaciones simplificadoras) wuna funcién
normalizadora que asigne a cada elemento de Y, una forma normal.
Una reduccién similar puede hacerse con términos de tipos dife-
rentes al de interés.

Después serf sencillo extender recursivamente las definiciones de
las diferentes operaciones a todo F,, simplemente cambiando cada
argumento en Fg, por su forma normal y aplicando las definiciones
ya conocidas,

La hipétesis de trabajo principal es que la estructura del con-
junto de nombres Y refleja la estructura de construccibén de O.
Algo més es deseable: si el observador puede distinguir dos obje-
tos o1 y 02 deberfa poder distinguir sus nombres yi1, y2. La finica
manera de distinguir dos objetos es observando que tienen dife-
rente alguna caracterfstica, y ésto se refleja en el TAD Y cuando
para alguna funcién selectora el valor cambia si se sustituye yi
por y2 ( y los demfs argumentos no se modifican)., La igualdad
puede definirse entonces como ausencia de diferencias, y as{ se
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-justifica definir en Y una relacibén de equivalencia (seméntica)
tal que yizy2 s8i y1 y y2 no son distinguibles mediante selecto-
ras en el sentido anotado. Esta relacidédn es naturalmente extendi-
ble al conjunto de términos del tipo de interés Y.

La situacibn es verdaderamente satisfactoria cuando oS captura
en Y el conocimiento de 0 que tiene el observador. Algebraicamen-
te: se quiere que Y/=z y O sean "isomorfos"™, aunque tal nocibn
debe dejarse también a la intuicibn, teniendo en cuenta el cono-
cimiento apenas informal de O. M&s precisamente, 1la definicién
del TAD T es satisfactoria cuando O es un 4lgebra (un modelo)
inicial del TAD; cuando éste es el caso, dos elementos de Y son
considerados diferentes si no se puede mostrar que son iguales
(seglbn .=.).

Como notacibén, 1ll4mese T un TAD con tipo de interés TDI. Una

implementacién del TAD T, én otro TAD Tw define una subestructura
del TAD Tw que es8 un Elgebra inicial del TAD T,. Cuando 1la
definicién del TAD T, es satisfactoria en el sentigo del pi&rrafo
anterior, la impleméntacién define entonces una representacibn
igualmente satisfactoria de O. Tal representacién en el TAD T
puede a su vez implementarse en otro TAD T,, y continuar esta
cadena de representaciones hasta que se trate con objetos expli-
citos. En este artfculo se considerarin explicitos los objetos
primitivos que ofrezca el lenguaje de programaciédn en el que se
quiera representar el universo O. Este Gltimo paso en la cadena
de representaciones no es esencialmente diferente de los ante-
riores si se exige un conocimiento formal de la clase de objetos

que maneja el lenguaje de programacién.

1.'Estructuras computacionales. Tipos abstractos de datos

E=<X,F> es una estructura computacional (EC) si X es un conjunto
de objetos explicitos y F un conjunto de operaciones sobre estos
objetos., Ti{picamente E corresponde a los objetos provistos por un
lenguaje de programacibn (v.gr. si{mbolos que representan nfimeros
enteros, valores de verdad, etc.) y a las transformaciones sobre
estos objetos predefinidas en el lenguaje (v.gr. suma de enteros,
operaciones booleanas, etc.). Sobre X se supone definido un orden
bien fundado .<. (no hay cadenas infinitas descendentes),

T=<X,F> es un tipo abstracto de datos (TAD) cuando X es un con-
Junto de sfimbolos y F un conjunto de operaciones sobre estos
sfmbolos y tal vez -otros TADs. El conjunto X se llama el tipo de
interés y se nota tdi(T)= X. Sobre X hay un orden bien fundado
conocido .<. .

Un TAD es una EC o se construye a partir de TADs conocidos. A
continuacién se da una metodologfa para llevar a cabo una tal
construceién de modo que el resultado sea una definicién que
tenga algunas propiedades muy deseables en la préctica (v.gr.
completitud suficiente).
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"2, Metodologfa para construccién de TADs

La construccciédn de un TAD nuevo est4 motivada por el deseo de
modelar un universo O entendido al menos intuitivamente. El
conocimiento de O que tiene el observador puede entonces guiar la
definicién de T. Cada argumentaciédn que se apoye en esta hipbte-
sis de trabajo se seflalari explfcitamente en la siguiente des-
cripcién de la metodologfa de construccidn de tipos como (HT)

2.1 Construccién de formas normales

(HT1) O es intuitivamente construfble. La construccidn debe po-
derse hacer en forma recursiva, i.e, a partir de objetos
simples o atémicos se construyen objetos m&s complejos. Los
objetos simples y lo que se agrega a &stos para construfir

otros més complej?i)pueden describirse con sf{mbolos tomados-

de TADs conocidos ‘

Sean T15...,Tn TADs conocidos, con tdi(Tk)=Xk, k=1,...,0,

N:= {1'-.-|n}y N0:= {0515...5n},

Por (HT1) se pueden definir dos conjuntos finitos de sfmbolos:
I : Conjunto de sfmbolos de operaciones iniciales., Con &stos se

quieren nombrar los objetos simples de 0. En general, los
nombres pueden depender de los Xk's,

C : Conjunto de simbolos de ove,aciones constructoras. Con éstos
se quieren construfr los nombres de objetos complejos de 0, a
partir de nombres conocidos y algunos de los Xk's,

La aridad de los sfmbolos f € I U C se describe formalmente

con dos funciones

)
mx: I U0C =-=> VN,
m: I U C -==> nat,

que indicarén respectivamente cufiles de los tipos primitivos Xk's
Yy con qué multiplicidad el tipo de interés Y (que esti por defi-
nirsel!) participan en el dominio de definiciédn del simbolo f.

Métese que m_ (f) es una sucesibn finita de nGmeros Jl,...»,Jks
k>0, En este caso se notari domx(f):= Xji x ... x Xjk.

Cuando k=0 se nota mx(f):= nil, domx(f):= {#).

Se quiere adémés que m(i)=0 para i € I, y m(c)>0 para c € C.
Ahora se definen los conjuntos de nombres:

Y = {4(x) 1 1 €I ., x € domx(i) }

2
( )Esta hipétesis se apoya en la Tesis de Church.



292 XII CONFERENCIA LATINOAMERICANA DE INFORMATICA

m(c)

¥J+1:= YJ U {c(x,9) | c€ C, x € domx(c). 9 e YJ Yo  J20.
Y HE Jgo YJ : el conjunto de nombres estfindar o formas nor-

males.

Cuando para { € I se tiene que dom_,(i)={#), se abrevia el nombre
'1(#)' mediante '1', M4s generalmente, siempre que en una lista
de parfimetros simbbélicos de un nombre deba aparecer '#', el
simbolo se omite. El significado de esta convencidn es justamente
denotar constantes con respecto a los Xk's, que se dan con fre-
cuencia en especial para las operaciones iniciales,

Y se ordena segfin la complejidad de la construcciédn de sus ele-
mentos, y dentro de un mismo nivel de complejidad, lexicogr&fica-
mente, El1 orden resultante es bien fundado.

2.1.1 Ejemplo: Modelaje de stacks o pilas

Como ejemplo cl&sico en cualquier presentacibédn de TADs se
incluye el estudio del TAD Stack(X], que abstrae pilas de
objetos sacados de un tipo primitivo X (conocido, recursi-
vamente enumerable, bien fundado). Las pilas son estructuras
de almacenamiento "LIFO" ("last-in-first-out"), donde el 6G1lti-
mo objeto guardado es el primero que puede retirarse.

Por simplicidad se usar8 X para denotar el tipo primitivo y su
tipo de interés. En este caso: X1=X, N={1}, N0=[0-1}.

El stack m&s simple que se puede concebir es aquel que no
tiene elementos. Es natural inclufr un sfmbolo de operacién
que lo denote:

empty : sfmbolo de operacfon inicial. Denotari un stack vacib
de elementos de X.

A partir de un stack conocido se puede construfr otro més
complejo, agregando al primero un elemento més. La
posibilidad de efectuar esta construcciédn Justifica la
inclusién de un s{mbolo de operacidn constructora:

push : simbolo de operacibdn constructora. Operari sobre un
stack s, y un elemento x.

Resumiendo: I = {emptyl, C = (push}.
. mx(empty)=gil. mx(push)=<1>-
m({empty)=0, m(push)=1,
Asf: domx(empty)=(#l. domx(push)=x.
Stack,. = {empty}

0

StackJ+1 = StackJ U {push(s,x) | s € Staekj. x € X}
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Stack = JSO StackJ ¢ es el conjunto de formas normales para
“= nombrar stacks.

El conjunto Stack se provee de un orden bien fundado, de
acuerdo a la complejidad de la construcciédn y al orden del
conjunto X,

2.2 Operaciones selectoras

(HT2) En O puede desearse transformar objetos en objetos, En T
ésto se refleja en transformar los nombres correspondien-

tes.

El poder analizar caracteristicas de objetos de O se tra-
duce en operaciones que analizan nombres y dan como resul-
tado elementos de los Xk's. Esto supone que las partes de
los objetos de O pueden nombrarse con sf{mbolos de los Xk's.

Por (HT2) se definen conjuntos finitos de simbolos:

S : conjunto de simbolos de operaciones simplificadoras. Con
éstos se quieren denotar 1las operaciones que transforman
objetos de 0 en objetos de O sin crear nuevos objetos.

A : conjunto de sf{mbolos de operaciones analizadoras. Con éstos
se quieren denotar las operaciones que analizan caracterfsti-
cas de los objetos de O,

S UA es el conjunto de operaciones selectoras.

F:= T UCUSUA A es el conjunto de simbolos de operaciones o
funciones de T.

La aridad de los sfimbolos f € S U A se describe extendiendo las

funciones mx y m:

my F --=> N&®,
m:T F -==> nat.

Para f € S U A se quiere que m(f)>0,

El rango de cada f € F puede definirse mediante una funcién
r: F ===> NO'
tal que r(f)=0, si f € I UCU 8
r(f)>0, si £ g A,

La notacién dom, (f) se extiende para f € S U A, y se define
ran(f):= Y , si"r(f)=0
Xk. si P(f):k' k>0,

Asociada a cada f € S U A se def%PF)una funcidn recursiva

f®: dom,(f) x Y --=> ran(f)
mediante axiomas que se apoyan en el orden bien fundado de Y. La
definicién de cada f* exige el conocimiento de la transformacién

correspondiente en los objetos de 0 (HT2).
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2.2.1 Ejemplo: Modelaje de stacks o pilas (continuacién)

EFn 1la manipulacién de stacks se utilizan generalmente dos
funciones selectoras, una simplificadora y una analizadora:

pop(s): denota el stack resultante de retirar del stack s el
Gltimo elemento ingresado. Su accibén sobre empty, el
stack vacfo, no se define.

top(s): denota el filtimo elemento ingresado al stack s. Tam-
bién top(empty) se considera indefinido.

Entonces se definen los conjuntos: S = {popl, A = {topl.

Y ademés:
mx(pop)=n11. mx(top)=n11. m(pop)=1, m(top)=1,
r(pop)=0, r(top)=1.
Entonces se necesita definir dos funciones recursivas
pop®: Stack ---> Stack
top#: Stack ---> X ,

cuya accibn debe explicarse efectivamente, mediante axiomas que
describan cbébmo operan sobre las formas normales de Stack.

Los siguientes axiomas definen recursivamente pop® y top®:

(S1) pepl{empty) = |

(S2) pop{push(s,x)) = s
(S3) top(empty) = 1|
(S4) top(push(s,x)) = x .

"] es una convencibén para denotar "indefinido"™ o "error",
Ambos casos se consideran "anormales®", y el uso de | como
argumento de cualquier operacién da como resultado |.

2.3. Términos

En el presente contexto la cu&drupla (F,m,,m,r) conforma la
llamada signatura del tipo T. La signatura deFine naturalmente un
conjunto Fg de terminos que constituyen un lenguaje formal para
hablar del universo O.

El conjunto de té&rminos se define inductivamente asf:
(Sea Ak:= {a g A ! r(a)=k } )

Xk[o] c= Xk, k=15...00

Yro1 = Yoo

Xk[J+1]:= Xk[J] U {a(x,9) | a € Ak, mx(a)=q1...qp.
m(a) )

x & Xq1[J]x...quD[J]o 9 € Y[j]
para k=1,...00.
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Y[J

Aho
Xk,
Y,

Fo

2,3

2.4

Se

de
Si
Si
Si

Si

Asg
au

+1) HE Y[J] U {f(x,9) | f€e I UCUS, mx(s)=q1...qp-
m(s)
x € Xq1 XoooXX@p » $ €Y }.
para §>0. (31 (3] £3]

ra pueden definirse:

i)
= 450 Xk[J] : el cqnjunto de los Xk-términos,

1)
= 50 Y[J] ¢ el conjunto de los Y-términos,
'=1$g$n Xkg U Y3 : el conjunto de los terminos.

-1 Modelaje de stacks o pilas (continuacién)

Los términos no son otra cosa que las férmulas sinticticamente
bien formadas de acuerdo a las funcionalidades de las opera-
ciones. Con lo hasta aquif definido (formas normales, simbolos
de operaciones,;...), los X-términos son las expresiones bien
formadas que tienen top como sfimbolo m&s externo, y los Stack-
términos son las que tienen empty, push o pop como simbolo mis
externo.,

Cada término deberfa nombrar un objetos la completitud sufi-

ciente se refiere justamente al hecho de saber a qué objeto se

refiere cada término que no es del tipo de 1nterés. Por ejem-

plo, deberfa ser claro que el término
top(pop(push(push(empty,a),b)

se refiere al objeto primitivo a.

Reduccién de términos
define una reduccidn U
? ° -
.t Fy >icken T U Y
la siguiente manera: (Notacién: (z1.....zu)'=(z;,...,z&) )

t e Xk[0] : t':= £, k=1,...o0,
t e Y[O] tl:= t,
t e Xk[J+1]\Xk[J]. tzal(x,9) : to:= af(x'.?'). k=15...90,
&
t € Y[j+i]\Y[j]' t=s(x,9) : t':= s (x',9")
para j>0.
» cada Xk-término reduce a un elemento de Xk, y cada Y-té&rmino

na forma normal en Y.
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2.5 Definicibén del nuevo TAD T

A cada sfimbolo de operacibén f € F se puede asociar una funcion
recursiva también denotada f: mlf)

f: dom_(f) x Y --=> ran(f)
X
as{:
Para 1 € I: 1i: domx(i) —————— > Y
x R > 1(x)
Para ¢ € C: c: domx(c) X Ym(C) ----- > Y
(va) ecemcea > C‘(va)

Para f € S U A: f:= f® |
El conjunto de funciones asociadas se nombra también F.

Nétese que Y es un conjunto de cadenas de simbolos de 1la forma
i(x) o bien e¢(x,9). Las imigenes por las funciones i € I y ¢ € C
son entonces cadenas de sf{mbolos. Para las f € S U A las im&genes
son elementos de los Xk's (que a su vez pueden ser cadenas de
simbolos, pero &sto es externo a la definiciédn del nuevo TAD),

Ahora TAD T := <Y,F> es el nuevo TAD. Por construceciémn (HT1,HT2)
0 es un modelo intuitivo de T. Adem4s T es suficientemente com-
pleto, porque en virtud de 2.4 todo término de la forma a(x,§)

reduce recursivamente a un objeto primitivo.

2.5.1 Modelaje de stacks o pilas (continuacién)

La siguiente notacién resume la definicibén del TAD Stack[X]:

Tipo Stack[X]
Operaciones

fempty: -==> Stack
®#push : Stack x X ---> Stack
pop : Stack -==> Stack
top : Stack ===> X
Axiomas

(51) poplempty) = |

(S2) popl(push(s,x)) = s
(S3) top(empty) = |
(S4) top(push(s,x)) = x

finTipo

Las opeﬁaciones iniciales y constructoras son marcadas con
8%, Esto permite conocer thcitamente las formas normales de
los stacks. Es decir se puede enunciar y mostrar flcilmente el
siguiente resultado:

LFN(Stack) (Lema de forma normal para Stack)
Todo s € Stack tiene exactamente una de 1las siguientes
formas:
i) empty
ii) push(si,x), econ 81 € Stack, x € X.
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Solo hay axiomas para las operaciones selectoras, Debe haber
un axioma por cada posible forma normal del tipo de 1interés,
con lo cual se garantiza la buena definicibébn de cada selecto-
ra, Las funciones son "totales™, en el sentido de que se
explican para todas las posibles instancias del dominio; cuan-
do en algln argumento deben quedar indefinidas, &sto se hace
explfeito (S1,S3).

3. Equivalencia

Considérese el TAD T = <Y,F> de 2. La hipbtesis de trabajo (HTi)
no exige  que cada objeto de 0 tenga un nombre Gnico, y en 1la
préictica es usual que un mismo objeto tenga varios nombres (v.gr.
la notacién {1,2,3} denota el mismo conjunto que {2,1,3)}). Ense-
guida se quiere establecer cuindo dos nombres se refierem a un’
mismo objeto.

La siguiente notacibn es ﬁt%li
Para § = (y,v...0y ) €Y ' vy, €Y, 1£J<m, se define:

m
[?.yolj s = Ty1.....yj_1.yo.yj+1.....ym_1) eE Y .

3.1 Definiciébn
Sean yi1, y2 € Y.
i) Sea £ € S U A,
vi e y2 s8si y1 es f-equivalente a y2

ssi Para todo x € domx(r). g e Y"1 yeicmin):

f(x.[?;y1] = f(X.[PnYZ]

J) J)e

ii) Sea K ¢ S U A.
yi % y2 s8si y1 es K-equivalente a y2

ssi Para toda f € K : yi ¢ ve.

111) y1 = y2 ssi y1 es (semfnticamente) equivalente a y2

ssi y1 “sua y2.
iv)y K ¢ S U A es un caracterizador (de Y), si para todo par
vyi,y2 € Y:
) yi =p v2 => y1 = ya2.
’ i
Si yi» y2 nombran objetos 01,02 respectivamente, yi =_. y2 si 1a

selectora f no los distingue. Por (HT2) ésto significa que el
observador tampoco distingue la caracteristica correspondiente
entre o1 y 02. Si ademfs y1 = y2, con (HT2) se deduce que o1 y 02
son indistinguibles para el observador.

De ésta manera Y/=z es intuitivamente isomorfo a O. Cuando en Y
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= se considera como igualdad algebraica, 0O es un modelo inicial
- de T puesto que dos objetos son diferentes si no se puede probar
que son iguales, La existencia de un caracterizador no trivial
reduce el nfimero de condiciones que deben verificarse para mos-

trar equivalencia,

3.7.1 Modelaje de stacks o pilas (continuacién)

Para el TAD Stack[X] hay una operacién simplificadora (pop), ¥y
una analizadora (top). Con estas dos funciones se define la
equivalencia de dos stacks. Entonces:

s1 = 82 ssi pop(si) = s2 and top(si1) = top(s2)
ssi s1 y s2 tienen el mismo elemento en el tope, ¥y
al retirarlo de ambos quedan stacks equivalentes,

Fl que esta sea una definicién razonable hace creer que el TAD
Stack[X) estf& bien definido, y que Stack/=z es intuitivamente
isomorfo al modelo que el disefiador pretende abstraer.

No hay caracterizadores no triviales en este caso. Dos stacks
pueden tener iguales sus topes y diferir en el resto o viceve-
rsa, Sin embargo, ésto justifica la escogencia que se hizo de
las funciones selectoras: cualquier otra definicibém de una
selectora que no distinguiera alguna caracterfstica no consi-
derada serfa redundante para la determinacién de la equivalen-
cia de dos stacks.

4, Implementaciones

Sedn T, = <Y,F_>, T, = <W,F > dos TADs construfdos a partir de
otros TADs conocidos TY.....Tn{ con tdi(Tk):Xk. kz1,...0.

4.1 Definiciébn

Una implementacién Imp = (B,P) de T, en T, consta de :
i) Una funcidn recursiva parcial sogreyecgiva
B: W —==>Y
llamada la representaciédn (de V como Y).
Para @=(wi,...,wp), B(R):= (B(w1),...,B(wp)).

ii) Para cada f € FY una funcibn recgr§}v3

B f,: dom, (f) x ¥ -=> 27,
donde 7 = ran(f), si ran(f)#£Y
= W » si ran(f)=Y,
tal que: flx,B8(R)) folx,%), si ran(f)#Y

B%fw(x.ﬁ)). si ran(f)=Y.
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. Cuando T es una estructura computacional hay un lenguaje de
programac!bn que la manipula., Las funciones f“ son calculadas por
programas en este lenguaje.

Si el lenguaje de programacién es de tipo funcional (v.gr. LISP)
fw es una funcibén cuya definicibn est4 naturalmente guiada por 1la
de f, Una tal implementacién es Gtil como prototipo del TAD TY y
para verificar experimentalmente la buena definicién de Ty.

Sin embargo, cuando se desea una implementacibén eficiente es més
aconse jable un lenguaje de tipo imperativo (v.gr. PASCAL). Cada
funcién es calculada con un procedimiento (3) pf, cuya especifi-
~cacibn estd& determinada por la definicién de f en Ty.

Mé&s precisameate, si FY = I UCUOSUA como en 2.:

Para 1 ¢ I, iw se calcula con

proc piw (x: domx(i); var pw: W);
{Pre : X=X }
{Post: B(pw) = i(xo) Y.

Para ¢ € C, ey, se calcula con

proe pe, (x: domx(c); var #: wm(°)'1. pw: W):
- {Pre : X=X’ W=f_., pw=pw, ]}
{(Post: B(pw) = e?xo,ﬁ(ﬁo?.ﬁ(pwo)) }.

(N6tese el c4lculo de ¢ sobre uno de los parfmetros.)-

Para s € S, SH se calcula con

proc ps, (x: domy,(s); var @: wm(s)-1. pw: W);
{Pre : X=X 0% W=f_, pw=pw,. }
{Post: B(pw) = s?xo,ﬂ(ﬂog.ﬂ(pwo)) }.

Para a € A, ay, se calcula con

m(a)' px: ran(a));

proc pay (x: dom,(s); var @: V¥
{Pre : x=x_.5% ﬁ:ﬂo }
{Post: px = a(xo.B(OO)) }.

R e e T ]

(3)Eventualmente podrfan usarse funciones, pero se adopta esta
convencién para facilitar la comparaciédn con lenguajes como
PASCAL, donde el resultado de una funcién solo puede ser de un
tipo predefinido simple.

También se usarin las convenciones de PASCAL para notar el paso
de parémetros.
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H.1.1 Modelaje de stacks o pilas (continuacién)

Para simplificar, supbngase X 2 integer, el tipo primitivo de
enteros PASCAL, y que se quiere implementar Stacklinteger] en
PASCAL.

Se necesita una funcibn de representacién, parcial, sobreyec-
tiva:

B: Estructuras de datos en PASCAL ----> Stacklintegerl],
y para cada operacibén f en Stack una realizacibén PASCAL de 1la
misma.

La definicibén de B se deja usualmente a la experiencia de
quien hace la implementacibn., En el caso de los stacks que se
estén modelando se puede observar, por ejemplo, que sSon es-
tructuras no acotadas, y que su imagen PASCAL deberfa poder
cambiar dinfmicamente. Entonces es flcil pensar en 1listas
simplemente encadenadas, donde cada elemento sefiala al ante-
riormente ingresado; el stack empty se representa con una
lista vacfia.

Una definicién menos intuitiva de B puede establecerse apoyéin-
dose en el LFN(Stack). Es decir, se busca definir, recursiva-
mente, estructuras PASCAL para cada forma normal posible de
Stack.

Cuando la experiencia es quien m&s ayuda a la definicién de B,
las funciones selectoras son relativamente sencillas de pro-
gramar, porque el observador visualiza en la estructura de
datos que define los aspectos que le sirven para analizar el
objeto. Por el contrario, cuando es el LFN la gufa principal
para el disefio de B se fija ademfs, implfcitamente, la manera
de realizar las funciones iniciales y constructoras.

Se puede ser tan formal como se quiera en la comprensién de B;
mientras m&s se conozca formalmente (menos intuitivamente),
resultarf m&s sencilla la realizaciédn de las operaciones del
tipo. Sin embargo, es bueno encontrar un nivel de comprensién
que permita justificar que la implementacién es correcta sin
caer en detalles técnicos exagerados.

Las operaciones del TAD Stack se realizan mediante procedi-
mientos PASCAL tales que (pstack es el "type" PASCAL corres-
pondiente a 'stack?):
procedure pempty (var p: pstack);

{(Pre ¢ T }

{Post: B(p) = empty }

procedure ppush (var p: pstack; x: integer);
{Pre : p = p0 and x = x0 )}
{Post: B(p) = push(B(p0),x0) }

procedure ppop (var p: pstack);
{Pre : p = p0 }
{Post: B(p) = pop(B(p0)) )}
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procedure ptop (var p: pstack; x: integer);
{Pre ¢ p = p0 }
{Post: p = p0 and x = top(B(p0)) }

4.2 La programaciénm de una 1mp1ement§c16n en umn lenguaje
imperativo

Las especificaciones de procedimientos mencionadas en 8.1 son
suficientes para programar una implementacién del TAD T, en una
EC BH = <W,F >, Eg decir, si se tiene una metodolog{a de desarro-
llo "de programas a partir de especificaciones (ef. (GriB1],
[BohB6]), lo que sigue entonces es un problema de programacién,

" Enfrentando un poco este problema se descubre que la principal
dificultad es expresar las postcondiciones de una manera "cerca-
na" al lenguaje de programacién., O sea, puede ser necesario
refrasear las postcondiciones de manera que se vea mis claramente’
lo que se desea, para entonces aplicar las técnicas de desarrollo
de programas gque se estimen convenientes.

Tipicamente cada postcondicién involucra al menos una referencia
a la funcibén de representacidn B. Esto sugiere la conveniencia de
establecer con claridad esta funcibén antes de atacar el problema
de programar los procedimientos. Esta es la manera "clisica"™ de
construfr implementaciones: primero se disefian las estructuras de
datos que representarin los objetos, y después se programan las
operaciones que manipulan estas estructuras,

Ahora bien, como B es una funcién recursiva parcial sobreyectiva,
lo usual es que esté definida apoy&ndose en el ordenm bien fundado
de Y. Esto es, es de esperarse que se pueda decir, primero, cuél
W € W es preimagen por B de cada ieI, y con esta informacién
definir inductivamente la preimagen de cada y (=ze(x,9)) en Y.

De este modo, 1los procedimientos pi,, 1 € I, ¥y pey, ¢ 6 C,
resultan particularmente féciles de implementar.

Las postcondiciones de los procedimientos pfw. fesS U A, se
simplifican si se usan formas reducidas para x,, @, Yy pw., ¥y se
rgcuerda que en estos casos la funcién f coincide com la funcién
f ., Como también se estf suponiendo una definicidn recursiva de
estas funciones (apoyada en el orden bien fundado de Y), es
entonces posible "acercar®™ la postcondicidn al lenguaje de pro-
gramacibn,

El formalismo deja entrever otro orden para adelantar la imple-
mentacién, menos "natural®, pero igualmente v&lido. Supbngase que
se tiene una idea de cbémo son las especificaciones de las opera-
ciones selectoras, aunque no se tenga claro cémo deberfia ser la
implementacidn de las funciones iniciales y constructoras. Enton-
ces se dispondrfa de un método para calcular las funciones

f € SU A, v por ende para decidir los predicados que involucren
equivalencias semfnticas. En particular, cada B(pw) en 1las
postcondiciones de los pi 's y los pe,.'s se puede ver comd una
incégnita, que una vez conocida estabYece una definicién para B8,
y da indicios de cébmo programar estos procedimientos.
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‘Esta 6Gltima manera de llevar a cabo la implementacibn es espe-
cialmente viable cuando no hay operaciones simplificadoras. Cuan-
do é&ste no es el caso, las postcondiciones de las operaciones
simplificadoras incluyen equivalenclas que a su vez dependen del
conocimiento de las mismas operaciones simplificadoras. La apa-
rente circularidad es inexistente si no hay operaciones sim-
plificadoras.

En cualquier caso el disefio se facilita si se dispone de un
conjunto caracterizador no trivial que a su vez simplifique el
manejo de la relacibn de equivalencia .=.

6. Un ejemplo mis complefos E1 TAD Cubo

A continuacibn se incluye un ejemplo "no convencional®™ como
ilustracién de la metodolegfa propuesta. Como se podré observar,
en la préctica no es necesario llevar a extremos el formalismo
{v. gr. distinguir entre sfimbolos de operacién y operaciones,
cuidar la definibilidad de dominios y rangos, etc.), sin descul-
dar el rigor en el disefio y la implementacién.

6.0 Conocimiento 1htuitivo

E1 cubo de Rubik es un rompecabezas tridimensional inventado por
el profesor nfingare Ernd Rubik., 3e trata de un cubo constituldo a
su vez (aparentemente) por 27 elementos cfibices que rotan en 3
direcciones por planos de 9 elementos. Algo como:

Posicibén normal Rotacién de la cara frontal

Las pequefias caras de cada uno de los elementos cibicos se llama-
r&n "carillas®, y estén coloreadas de modo que hay una configura-
cién del cubo que tiene cada cara (de 9 carillas) de un mismo
color, y todas las caras tienen un color diferente.

El acertijo de Rubik consiste en, dada una configuracién arbitra-=
ria del cubo, encontrar las rotaciones necesarias para llegar a
una configuracibén en la que las 9 carillas de cada cara son de un
mismo color. '

El TAD Cubo no pretende resolver el acertijo, sino modelar el
funcionamiento del cubo de Rubik, i.e. las rotaciones y cambios
de colores en las carillas. Sin embargo, el disponer de un len--
guaje para hablar de estas caracterf{sticas permite plantear for-
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. malmente el acertijo y buscar soluciones del mismo de una manera
sistemftica.

La metodologfa supone una idea intuitiva del objeto, que captura
los aspectos y sus relaciones, Es quizfs imposible separar estas
ideas de lo que en el futuro ser§ una representacién del objeto,
ya que al entenderlo debe existir alguna representacién mental
del mismo en la cabeza del observador,

En este caso es natural pensar el cubo como una caja de 3x3x3

enmarcada en un sistema de coordenadas cartesianas. Los elementos

clbicos se pueden identificar con su posicidén en estas coordena-

~das, v las carillas de cada elemento de acuerdo al eje en direc-
cibn al cual se mira el elemento.

M&s concretamente, se toman como referencia tres ejes ortogonales
fijos, numerados 1, 2, 3. Un objeto g € Cubo se observa siempre’
en el origen de ese sistema de coordenadas, asf:

e ol

—-—-——-bz

14

Cada elemento cfibico tiene una posicidn
p = (p[1],p[2]vp[3]),
donde plil es un nfimero en {=1.0,1}, 1=1,2:3.

Cada elemento cfibico estf compueste de seis carillas. Para la
descripeién del cubo de Rubik se puede noftar gue un elemento
cfibico tiene coloreadas a lo mis tres de estas carillas, y més
ain, a lo m8s una carilla coloreada en la direccién de cada eje
del sistema de coordenadaz, Entonces se puede simplificar un poco
l1a descripeidn, haciendo que un elemento cfibico esté descrito por
tres carillas, una para cada eje coordenado, algunas de las
cuales estfn coloreadas y otras pueden tener un color neutro o
indefinido.

Se puede decir, acercindose un poco més al cubo de Rubik, que un
objeto q € Cubo se compone de carillas identificables por una
posicién p -definida como arriba- y un eje que denote la direc-
cién en que debe mirarse el elemento clibico deserito por p.

De esta manera, una carilla es un par (p,e), donde p es wuna
posicién y & es un eje coordenado.

Por ejemplo, en el siguiente dibujo, 1la carilla sombreada se
identifica con el par ((1,1,0),2):
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Las siguientes notaciones son importantes:

Eje = {1,243} : el conjunto de ejes coordenados.
Dsp = (-1,0,1) : el conjunto de desplazamientos posibles con
Ejerespecto a cada e € Eje.
Posicion = Dsp )
= ((p[1]oP(2]pp[3]) | P[i] € Dspo, i=1,2,3 1}
: el conjunto de posiciones de los elementos clibi-
cos de un cubo abstracto.
Pinta = {a,v,n,r,b,m)
: el conjunto de colores:
a: azul v: verde n: naranja
r: rojo b: blanco m: amarillo.

Adem&s, para facilitar la descripciédn del tipo abstracto Cubo se
utilizarin las siguientes funciones:

comp: Eje x Eje ---> Eje
donde compl(eli,e2) es el eje diferente a el y e2
(si eti=e2, comp(el,e2) no se definel).
i.e. comp tiene la siguiente tabla:

11 2 3
11 - 3 2
213 - 1
312 1 -

r: Posicion x Eje ---> Posicion
dogde r(p,e) es una rotacién de la posicién p, con eje e,
90 en el sentido de las manecillas del reloj.
i.e. r(p,e) = if e=1 -=> ( pl1], pl[3],-pl2])
I e=2 --> (-p(31], pl2], p[1])
I e=3 --> (-pl2), pl1], p[31])
fi.
Obsérvese que Eje , Posicion, Pinta, comp, r son nociones corres-

pondientes a tipos primitivos que en el momento no interesa
estructurar, Rasta considerarlos conocidos e implementables.

6.1 Construccién de formas normales

Cualquier cubo q € Cubo se construirf a partir de un cubo inicial
estfndar, mediante rotaciones. Las cosas se simplifican si el
cubo inicial estindar tiene los colores dispuestos segln "la
solucibdn® del acertijo, Esto da lugar a una operaciém inicial,
llamada inie, y a una constructora , llamada rote, entendidas de
la siguiente:manera:

6.1.1 iniec : denota el cubo inicial est&ndar, que tiene un mismo
color en todas las carillas de cada cara.

6.1.2 rote : es una funecibdbn que, dado un cubo g, un eje e, y un
desplagamiento d, tiene como valor el cubo resultado
de rotar con eje e, 90° en el sentido contrario de
las manecillas del reloj, el plano en q que tiene un
desplazamiento d con respecto al eje e.
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Por ejemplo, rotel(q,2,0) denota un cubo como q en elo que el
plano central con respecto al eje 2 se ha rotado 90 en el
sentido contrario de las manecillas del reloj:

%,
l €=2

Ld=o

6.1.3 Como siempre, después de conocer las operaciones iniciales
y constructoras es posible enunciar y demostrar el lema de forma
normal del tipo de interés:

LFN(Cubo) (Lema de forma normal de Cubo)
Todo q € Cubo es de una de las siguientes formas:

i) inie
i1) rote(qi,e,d), con g1 € Cubo, e € Eje, d g Dsp.

6.2 Operaciones selectoras

Hay wuna funciédn color, para denotar el color de cada carilla de
un cubo,

Adelantindose un poco a lo que seri la relaciédn de equivalencia
sem8ntica derivada de las operaciohes selectoras, es natural
esperar que dos cubos sean equivalentes cuando sus carillas
correspondientes tengan el mismo color., Asf{ se justifica el hecho
de que color sea la fnica funcidén selectora en el TAD.

Es posible que una implementacibn requiera (para su eficiencia)
un lenguaje més rico, v.gr. considerar rotaciones en el sentido
de las manecillas del reloj. Estas pueden introducirse flcilmente
una vez implementadas las operaciones hasta aquf mencionadsas.

6.3 La definicibén del TAD Cubo

La siguienté definicibébn resume el disefio del TAD Cubo:

Tipo: Cubo

Operaciones:

®inic : -==> Cubo
frote : Cubo x Eje x Dsp --=> Cubo
color: Cubo x Posicion x Eje ---> Pinta
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Axiomas:
(C1) color(inic,pse)

= if e=1 and plel= 1 -=> a
I e=1 and plel==1 -=> v
I e=2 and plel= 1 ==> n
| ez2 and plel=-1 ==> r
! e=3 and plel= 1 -=> b
I e=3 and plel=-1 -=> m
fi

(c2) color(rgge(q.e.c).p.em)
= if ple)l = ¢ ==> if e=zem --> color(g,r(pse),em)
I efem --> color(q.,r(p,e),comp(e,em))
fi
I ple] # ¢ --> color(g,prem)
ri

finTipo

Los axiomas son més complicados que los correspondientes al TA
Stack{X]. En el lado izquierdo se permiten expresiones if...fi

recursién,

D
y

6.% Eguivalencia

g! = q2 ssi Para toda carilla (p,e):
: color(gqi,pre) = color(gq2,pre).

6.5 Implementacidn
Se esboza aquf una implementacibén PASCAL del TAD Cubo.

El primer paso es establecer la representacibn para los conjuntos
y operaciones considerados primitivos al entender intuitivamente
los cubos de Rubik,

Por ejemplo:

type Eje = 1,.3;
‘Dsp =1..13
Posicion = array [Ejel] of Dsp;
Pinta = (a,v,n,r,b,m,indef)
/% 6 colores definidos: azul,verde,...samarillo.
indef: color indefinido, para carillas interiores %/

won

e implementar comp y r de acuerdo a lo definido en 2.0. Para r se
necesita un procedimiento, puesto que el resultado no es un
"type"™ simple, algo como

procedure pr (var pos_inicial,e,pos_final);

El segundo paso es definir la funciédn de representacibém B. Ya con
las ‘definiciones anteriores es natural escoger como representa-
cibén PASCAL para un cubo una matriz de 3x3x3 de elementos cflbi-
cos; cada elemento clbico se representa a su vez con un vector de
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.3 puestos, cada wuno de los cuales representa el color de 1la
carilla visible del elememto en la direcciédn de un eje, si ésta
lo es. Si no hay carilla visible se usa el color 'indef',

Mé&s exactamente, se incluye una definicién
type pcubo = array [Dsp,Dsp,Dsp] of array[Eje] of Pinta

(serfa deseable poder decir en PASCAL
array [Posicion] of array(Eje] of Pinta,
pero &sto no es sintécticamente posible).

Aqui se da una situaciédn interesante: la operacibén selectora
color’ es més fhecil de implementar que las constructoras ‘'inic?
y 'rote', porque color(B(pgq).p,e) coincide con pqldi,d2,d31lel,
cuando p es la posicibn descrita por el vector de desplazamientos
[d1,d2,d3]. O sea, el chlculo del color de una carilla es direc-
tamente consultable en la estructura que representa el cubo. De
hecho, es inclusive ineficiente escribir cbdigo para esta fun-
cibn.

La operacidédn 'inic'no es otra cosa que una inicializacibdn de 1la
estructura que representa el cubo gqgue pasa como parémetro, Con-=
cretando: ’
procedure pinie (var pg: pcubo)
{Pre : T }
{Post: B(pg) = inic }

Ahora, 1la postcondicibdn significa que al terminar pinic, la
variable pgq, transformada por la funcibn de representacidn B, es
equivalente a inic. Es decir:
"Para toda posicién p, y para todo eje e:
color(B(pq)spse) = color(inic,p,e).
0 sea:
"Para toda posicidén [di1,d2,d3], y para todo eje e:
pgidi,d2,d31{el] = color(inic,[{d1,d2,d3],e). "

Ahora bien, el axioma (C7) de la definicidédn del TAD Cubo se
refiere justamente al color del cubo inic. Asi, para cumplir con
la postcondicidn de pinic es suficiente observar este axioma ¥y
efectuar en la estructura de datos lo anotado allfi.

Una discusién anfloga se puede adelantar para implementar el
procedimiento correspondiente a la operacién constructora 'rote',
Se necesita algo del estilo

procedure prote (var pg: pcubo; e: Eje; d: Dsp);
{Pre : pg = pq0 and e = e0 and d = d0 }
{Post: B(pg) = rote(B(pq0),e0,d0) 1}.

Y la postcondicién se refrasea asf
"Para toda posicién [d1,d2,d3], y para todo eje e:
Pq[d1,d2,d3][e] = color(r’ote(ﬁ(pqO).eO.dO)v[d1;d2'd3].e)."

El axioma (C2) de la definicién del TAD Cubo sirve para desarro-
llar el cédigo PASCAL para prote.
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7. Conclusiones

Las ideas expuestas configuran la base tebrica para una metodolo-
gia de disefio e implementacidédn de TADs.

El posible éxito de la aplicacibén de 1la metodologia depende
fundamentalmente del buen conocimiento intuitivo del universo que
se pretende modelar, Una tal exigencia no parece muy restrictiva
en la prictica; por el contrarin, se puede afirmar que si no se
puede hablar con rigor de un universo, mal puede pretenderse
intentar un modelo formal que lo describa,

Los TADs disefiados son por construcciédn suficientemente comple-
tos, de modo que la obtencibén de esta importante propiedad deja
de ser un problema, La dificultad se translada al hecho de poder
dar axiomas que definan funciones recursivas sobre dominios dota-
dos de érdenes bien fundados, y este problema es mis f&cil de
atacar, sobre todo si, como se supone, se cuenta con una buena
visibén intuitiva de los objetos que se quieren modelar,

Es importante recalcar que el conjunto subyacente de un TAD asf{
disefiado est4 constitufdo por cadenas de simbolos que vienen a
ser nombres estindar o formas normales para los objetos del
universo modelado. Aunque parezca artificial (y afin lejano de la
préctica), esta manera de considerar los TADs es precisamente un
indicio para establecer qué tan bueno es el conocimiento intuiti-
vo que del universo a modelar tiene el diseinador: los elementos
de un conjunto "bien conocido™ deben poderse bautizar de alguna
manera sistemitica (un matem&tico dirfa "enumerar recursivamen-
te®),

La implementacidédn de un TAD en una EC imperativa merece, por
supuesto, un estudio mucho m&s profundo que el aquf anotado.
Puede resultar especialmente interesante el caso en que las
implementaciones de las operaciones iniciales y constructoras se
apoyan en las de las funciones selectoras, Un me jor conocimiento
de la relacibén de equivalencia semintica (por ejemplo buscando un
conjunto caracterizador pequefio, y si se puede minimal) facilita
en cualquier caso la verificaciédn de la correcciédn de una imple-
mentacién del TAD,
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